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公益効果を含む森林資源の最適回転期間
増田信彦
1 .はじめに
森林資源の最適利用においては，樹木の成長に非常に長い期間を必要とする
ことから，いくらの樹齢で樹木の伐採と植林を繰り返すことにより森林資源を
回転させるべきか，とし、う最適回転期間の問題が主要な課題の一つである。そ
の中にも，数多くの考え方があるが，大きく分けて，物理的生産を重視する最
大持続生産量の考え方と経済性を重視する最大収益の考え方の 2つがある。そ
して，一般に，最大持続生産量に基づく方が，収益最大化に基づく場合より回
転期間が長くなる傾向がある。そのため，「経済優先により森林の樹木を早く
切り過ぎているのではないかj という批判がある。
次に，森林資源は，木材を始めとする林産物を供給するとし、う経済効果と洪
水防止，土壌保全，水源のかん養，環境緩和，レクリエーション，野生生物や
遺伝生物の保護など、の公益効果を持っている。森林所有者にとって，経済効果
は利益をもたらすが，公益効果はほとんど利益をもたらさないという意味で，
森林資源は外部経済性を持つ代表的なものである。ところが，これまでに森林
の最適回転期間に関してなされた研究のほとんどは経済効果のみを考察してき
た。その主な理由として，公益効果は測定が非常に困難であることが挙げられ
る。それに対して，近年，公益効果を導入したモデルにおいて最適回転期聞を
考察するものが出てきている。 Hartman〔5〕は初めて立木が提供する公益効果
を関数として表し，それと木材価値の和を最大にするように回転期聞を求めて
いる。その結果，公益効果を考慮するならば，回転期間が長くなる可能性があ
ることを示している。また， Bowes& Krutilla〔1〕は公益効果が立木の年齢構
成に依存するモデ、ルを構築し，森林の多目的利用におけるいろいろな側面を例
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示している。
この小論においては，森林の経済効果と公益効果の関係をより明確にするも
のとして，樹木量を導入したモデ、ルを作成し，各種の検討を行うことにする。
第2節では公益効果が樹木量に依存するそデ、ルを構築し，経済効果と公益効果
を合わせた社会的厚生を最大にするような最適回転期間を求める。第3節にお
いて，比較静学により，公益効果係数，木材価格，植林コスト，利子率などの
変化が最適回転期間に及ぼす影響について調べ，第4節において各種の費用，
税，補助金などが，どのような影響を与えるかを考える。第5節では，公益効
果が社会的割引率で割りヲ｜かれる場合に最適回転期間がどのようになるか述べ
る。第6節では樹齢における初期条件が最適回転期間に与える影響について調
べる。第7節において周期的回転と定常的回転のd性質について考える。
2.モデル
森林の環境や経済状態にはし、ろいろな不確実性が存在するが，ここでは，不
確実性はないものと仮定する。また， l本の木を育てるのに必要な土地の広さ
が樹齢に関係なく一定であると仮定して，断りがあるまで当分の間，その単位
面積の林地について考える。従って，間伐を考慮していないことになる。樹木
の成長は樹木の種類やその環境により異なるが，典型的な樹木の成長は図－ 1 
のように表される。
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ここでは，植林されてT年経過した樹木の量を QT二 f(T）とし、う成長関数で表
し， f(T）は連続2階微分可能で，樹木量が最大となる時点 TAが1つだけ存在
し， TくTAにおいてj'(T)>0, T>Lにおいて j'(T）くo,JC o) = o，を仮
定する。
次に，樹木量すべてが木材として販売できるわけではないが，簡単化のた
め，時点Tで伐採される場合， f(T）がすべて販売可能であるとする。一般に，
競争市場における単位木材量当たりの価格は，製材用の場合には太いほど高く
なるが，ここではその他の用途も含めて価格は一定として， pで表す。する
と，木材からの収入は pf(T）となり，時点Oにおける現在価値は割引率を rと
すると， pJ(T)e-rTとなる。生産費はいろいろなところでかかるが，ここでは植
林するための費用だけを考慮し，それを cとすると，純収益の現在価値は
pj(T)e-rT -cとなる。
次に，森林が持つ公益効果について考える。公益効果の中には，洪水防止，
水源のかん養，土壌保全，環境緩和，レクリエーション，野生生物や遺伝生物
の保護などがある。これらのそれぞれの効果を森林がどのようにしてもたらす
かは，いろいろな要因が関係しており，非常に複雑である。しかし，大まかに
言えば，洪水防止の場合，樹木が降雨をしゃ断することと林地の土壌に水が浸
透することにより，もたらされる。前者は樹木量が多いほど多くしゃ断される
傾向があるし，後者も発達した森林は落葉などの有機物の供給やそれを分解す
る土壌小動物を通して浸透力のある土壌構造を発展させ易い。また，後者は水
源のかん養にも貢献する。土壌保全の場合，洪水防止が侵食を防ぎ，樹木量が
多いと根もよく発達し，崩壊を防止する傾向がある。更に，樹木量が多いと，
防風，気温の緩和，湿度の保持などの環境緩和をもたらしやすい。
このように，多くの公益効果が樹木の量に大きく依存していると考えられる。
ただし，これらが，実際に社会全体にどれだけのメリットをもたらしているか
を測定することは極めて困難である。ここでは，公益効果が樹木の量に大きく
依存していることを考慮して，それが樹木の量に比例するという大胆な仮
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定をおく。すると，時点 tにおける公益効果の時点 Oにおける現在価値は
α（孟 0）は公益効果係数を示し，その値はそヲ，・ 3’Mずで、、－ '-L' αf(t)e-rtで表される。
の森林地の場所，地形，環境などに依存し，単位樹木量が公益効果で果すこと
また，森林の経済効果は樹木を伐採し，販売するこが期待される程度を表す。
とによって得られるのに対して，公益効果は樹木がそこに存在することにより
絶えずもたらされているので，植林してから伐採するまでの期間Tにおける公
益効果の現在価値は
? ?，?????? ， ?????、
????
???? ?
?
? となる。
ここでは森林地が有限である場合を考察しているので，単位森林地から得ら
れる，無限の将来にわたる，経済効果と公益効果を合わせた社会的厚生を最大
化することにする。時点Oで樹木のない林地に植林して， T年すると伐採し，
すぐに植林をし，また T年すると伐採・植林するというように，このやり方を
永遠に繰り返すならば，経済効果と公益効果を合わせた現在価値は次式で表さ
れる。
W=[ Pf( T )e-rT －…；パ（t川（l +e -rT + e -2rT + . ) 
pf( T )e一げ－…；パ（t )dt 
1-e -rT 
・・（1)
これを最大にするような最適回転期間？は
dW 
dT 
e rT { ( Pf' -Pr f十αJ)( 1-e-rT）ーい＇fe仁川； eh 川｝
( l -e -rT )2 
・・・・・(2) 
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を満たす。すると，
~ : e -rtdt = -~e rt I：→（1-e一げ〉 . ・(3) 
より，
dW 
dT 
I -rT I rT I T rt l 1 
e ｛ρ(J'-rf) (1-e )-rlρ1fe -c－αi e 〔j(T)-J(t）〕dtI ~ 
(l-e-rT)2 
=0 ..... (4) 
故に，
rl Pfe rT -c十αie t!C t )dt I 
Pf'-prf＋αf ＝、“~ ~ .. (5) 
あるいは，
パPferT -cー αie t〔f(T)-f(t）〕dt~ 
p(J'-rf) ＝ 、~ 0 , ...... (6) 
ここで， ~： e -rt〔f(T)-f(t）〕dt=O となる時点を TBとすると， T＊豆
TBとなる。そして，
? ?? ＝ ??，?「??、????、 、?、 、? ????、 、ょ???
???， ?
??
? ，
??
?
?
??? ..... (7) 
を満たす。また，伐採時の樹木量がそれまでの樹木量の平均となる時点，すな
わち，
JCT）＝÷；シ（t )dt . "・(8) 
を満たす時点を Tcとすると， TB>Tcとなる。 Tcは，図－ 2において①の面積
と②の面積が同じになる時点である。
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図－ 2
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最適回転期間 T＊ が満たす（5）は木材価格p，植林コストc，公益効果係数αに
関して O次の同次関数となっている。また，（5）より， pf'＋αJ=r(pf+W)
と表される。左辺は伐採樹齢を延ばすことにより得られる木材価値の増加と公
益効果の増加であり，右辺は伐採を延ばすことによって失われる機会費用，す
なわち木材価値への利子と森林の社会的厚生に対する利子の和である。
α＝Oの時は，公益効果が無い場合，あるいは森林管理者が経済効果のみを
考慮する場合を意味し，これまで多くの研究がなされた場合で、ある。この時，
(5）は
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となり， Faustmann〔3〕のルールの解で、ある。ここで右辺は正であるので，
左辺よりf'>0となり，伐採期は樹木の量が最大となる時点（図－ 1のL）よ
り必ず早くなる。
それに対して， αの値が大きい場合には，（6）において
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が大きくなるため， f'(T) < 0 となり，伐採期が樹木量の減少する樹齢とな
ることが充分ありうることを意味する。これはHartman〔5〕と同様の結果であ
る。経済効果のみを考慮する場合，最大持続生産量に基づく場合（図－ 1の
TN）に比べて，伐採時期が早くなる傾向があるが，公益効果を考慮する場合と
比べると，更に格段に早くなっている可能性があることを示している。
3.比較静学
ここでは，公益効果係数，利子率，植林コスト，木材価格などの変化が最適
回転期間にどのような影響を与えるかを調べる。 まず，前提となる仮定につい
て述べる。森林の社会的厚生関数の2階の条件を
(A 1) 空くO
dT’ 
とする。大域的にこの条件が満たされることはむずかしいが，最適解を含めて
局所的には成り立つことは充分考えられる。 ただし，局所的な場合， この仮定
を前提にして得られる結果はそれらの局所にしか当てはまらないことになる。
次に，比較静学のために（4）を
dW G(T）＝一一二O
dT 
とおき，その最適解を T=g（α，r, c, p) とする。そして，それを
G(T) =O に代入して偏微分すると，それぞれのパラメーターあるいは外生
変数の回転期間に対する影響を調べることができる。
① 公益効果係数αの影響
。G ac 
ar 3α3α 
0α j_Q iw 。T ~ 
dr 
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CA 1）を仮定すると，
sign（芸） =sign（芸）
(4）より
T「T ー】
¥ e〔JCT)-JC t）〕dta G Jo 
ν ＿， > 0 
8α （ 1-e-rT) 
故に，
。T
1一一＞O
0α 
・・（9)
すなわち，公益効果係数が大きくなれば，回転期間が長くなる傾向がある。
② 利子率 fの影響
。G ar 
－；；－ーミ O より －；；－ーミ O
or or 
利子率の上昇が回転期間に与える影響は，はっきりしていない。
③ 木材価格 pの影響
①と同様に， CA1）を仮定すると，
ゅ（号）=sign（与）
。G e -rT〔Cf'-rf)Cl-e－げ ）－rJerT〕
ap (1-e-rナ）2
－~~ c＋αi Te -rt〔JCT)-JCt）〕dd
r 札 J~ T ワ , C(6）より〉
e・Cl-e ・)-
く O
204-
故に，
。T
一一一く0ap 
すなわち，木材価格が上昇すれば，回転期間が短くなる傾向があるに
④植林コスト cの影響
①と同様に，（A1）を仮定すれば，
sign( ¥c) =sign( ¥c) 
。G rT 
~一二 _,. ~＞ O 
a c ( 1-eパア
. ar 
従って -;:;- > 0 。c
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・(10) 
すなわち，植林コストが増加すれば，回転期間が長くなりやすいことを示す
これは植林コストが増加すると，森林管理者が植林の回数を減らそうとするか
らであると考えられる。
4.各種の費用，税，補助金の影響
樹木を育成，収穫するにはこれまで考慮した植林以外に下草刈り，枝下ろ
し，間伐，伐採，運搬などの費用がかかる。ここでは，まず，各種の費用が最
適回転期間にどのような影響を与えるかを考察する。
①一定の育成費用
時間当たりの育成費用を一定として， C1を費用係数とするならば，森林の社
会的厚生は，
中「 T a 「T . 
pf( T )e 1 -c-c1 ¥ e ・dt十αie "JC t )dt 
W l = ~＝ e -rT ~ o 
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-rT 
m 「T ' ，＿~ 
Pf( T )e -c十αle "JC t )dt-c1~ 
1-e rT 
? ?
??
?? ?
故に dW1 dW dT dT 
となり，一定の育成費用は回転期間に影響を与えないことになる。
②樹木量に比例する育成費用
育成費が樹木量に比例する場合には， C2を費用係数とすると，社会的厚生
は，
_.r 「T 一， IT -•' 
Pf( T )e ・ -c-¥ e ・czf( t )dt十αie ’JC t )dt 
W2 -o -o 
1-e -rT 
Pf( T )e -rT -c+ （α－cz) ~ :e rtj( t )dt 
1-e rT 
α’＝ αー んとおくと， W2は（1）のWにおいてαがα’に置き換えられたもの
である。それ故，樹木量に比例する育成費は公益効果が少ないのと同じ働きを
することになる。従って，該当する期間Tにおいて（A1）を仮定するならば，
樹木量に比例する育成費がかかる場合，（9）より，回転期間が短くなる傾向があ
る。
③収穫費用
伐採，運搬などの収穫費用が樹木量に比例すると仮定する。 C3を費用係数と
すると，社会的厚生は
-rT f T -rt 
( p-c3 )J( T )e -c＋αi e JC t )dt 
w3二川
1-e 
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となるo p’ニp-c3とおくと， w3は（1）のWにおいてpがFに置き換えられたも
のである。それ故，収穫費用は価格が低いのと同じ働きをすることになる
従って，該当する期間Tにおいて CA1）を仮定すれば，収穫費用がかかる場
合，（10）より，回転期間が長くなることになる。
次に，各種の税や補助金が回転期間にどのような影響を与えるかを考察する
その際，森林管理者は経済効果のみを考慮して行動しているものと仮定する
すると，その目的式は
?
?
??
?
， ?
?
??
?
? ??
』?
??
?? ?
???
???
，?
??
となり，これは（1）において α二 Oの場合である。経済効果のみを考慮するモデ
ルにおける税の影響に関しては，売上税，賃金基金税，利潤税，資本利得税，
資産税，定額税などについてすでに他で考察されている。ここでは，回転WJtl¥J
に対する政策的含意との関連で，その中の売上税と資産税についてのみ取り掛
うことにする。
④売上税
売上税を収入の一定割合 tl とすると，純収益の現在価値は
V _ ( 1-t1 ) P J ( T ) erT - C 
i- 1-e -rT 
となる。ここで p’＝ C 1 -ti)Pとおくと， Vl は，（1）のWにおいて α＝Oの
時， pがp’に置き換えられたものである。それ故，売上税は価格が低いのと lid
じ働きをすることになる。従って， α＝Oの時，該当するTにおいて， CA1 l 
が成り立つと仮定するならば，（10）より売上税は回転期間を長くする。このこと
は，森林管理者が経済効果のみを考慮している場合に売上税を課すことは，公
益効果も考慮する場合と，大きさはともかく，同じ方向の影響をもたらすの
で，社会的厚生の観点からは望ましいことになる。
⑤資産税（立木）
ここでは，立木の価値 pf(t）に対して一定割合 tzを課する資産税を考え
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る。その時，純収益の現在価値は
Pf( T )e -rT -c-tzP ¥ T f(t )e -rtdt 
v 2 ~ 0 
1-e -rT 
となる。 α’＝－t2Pとおくと， V2は（1）のWにおいてαがα’で置き換えられた
ものである。それ故，立木に対する資産税は公益効果がマイナスの方向に働い
ているのと同じになる。従って，該当するTにおいて， CA1）が成り立つなら
ば，（9）より立木に対する資産税は回転期間を短くする方向に働くことになる。
これは社会的厚生の立場からは望ましくないもので，政策的にはこの税よりも
売上税が望ましいことになる。
更に，ある型の補助金が回転期間にどのような影響を与えるかを調べる。
⑥樹木量に比例する補助金
森林管理者が毎期樹木量に比例する補助金を受けるか，あるいはその額だけ
彼の税から控除されるものとする。 sを補助係数とすると，純収益の現在価値
は
ー中 「T -・ 
pf( T )e . -c+ ¥ sf( t )e "dt 
v3ニ~ 0 
1-e 
これは，（1）のWにおいてαがsに置き換えられたものである。それ故，相応する
Tにおいて，（A1）が成り立つことを仮定するならば，（9）よりこの補助金は回
転期間を長くすることになる。その上，もし sニ αならば，森林管理者はあた
かも公益効果を考慮しているかのように行動することになる。
5.社会的割引率
資源の最適利用のためには，市場利子率が社会的割引率と等しいことが必要
である。しかし，現実には，個人にとって将来が不確実であること，そのリス
クを回避するための先物市場や保険市場が不完全で、あること，個人が社会より
短いタイム・スパンで物事を考える傾向があることなどの理由から，市場利子
208-
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率が社会的割引率より高いと考えられている。ここでは，このことを考慮し
て，経済効果を市場利子率 fで，また公益効果を社会的割引率Tで割り引くモ
デルを作成してみる。その際， f孟 Tが仮定されている。そうすると，森林の社
会的厚生は，
「T -, 
rT αi e’・1 ( t)dt ふ pf(T )e -c , Jo …一回
H 一－ rづ「 l • - rT 
l-e 1-e /¥ 
ろ dW
で表される。これを最大にするような最適回転期間 T はdT=Oを満たすもの
で，それを解くと，
r( pje rT -c) αT /Cr-r) ( l-eーげ）
p(J' -rf)- •-rr ＋ー γr ? 
l -e ・ ( 1-e ’. ）“ 
「T -・ 
×i e , .〔J(T)-J(t）〕dtニO
が得られる。
これより，公益効果を社会的割引率で割りヲ｜く場合に，利子率で割り引く場
合と比べて，回転期間がどのような影響を受けるかを調べる。まず，次の仮定
をおく。
「T -, 
(A 2) ¥ te ’b〔J(T)-J(t）〕dt孟O……………………………ω
とし、う条件をTが満たす。なお，ωが等号で成り立つ時点を TEとおけば，（A
2）は， Tが T豆TEとなるような範囲で考えることを意味する。また， TEは
TAくTEくTsという性質を持っている。
., ., v、、ー、ー」，
戸（ r ,T) 
αre rT~ ：e-rt〔 J(T)-J(t ） 〕dt
(l-e-rT)z 
ー中 「 T _, 
αre ・ ¥ e山〔j(T)-J(t）〕dt
( l -e -rT )2 
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¥Te -rt〔f(T)-J(t）〕dt
r(pfe -c) J 
ゆ（ r , T ) =p( f' -r J) - .r + J _ .r 
1 e 1-e 
+/T( 1-e rT）戸（ r ,T) 
とおくと，（4）より
ゆ（ r , T ) =/T ( 1 -e rT ) ［穿＋,B(r,T)J
そして，
更に，
ゆCr,T) =O 
r =rの時， ,B (r,T) = 0，そして，（6）より
ゆ（r,T*)= 0 
・・・（12)
・・（13)
. ・(14) 
・・（15)
が得られる。次に，（A2）を仮定すると，戸Cr,T) >Oが得られる。（12）にお
いて， .BCr,T) ＞戸 （r,T) ( = 0）より，ゆCr,T)＞ゆ （r,T) となる。故
に， ω及びωより
ゆ（r,T）くゆCr,T) =O＝ゆ （r,T*) .................. ・(16) 
次に， ωにおいて r=rの時， ,B(r,T) = 0 より，
ゆCr,T) = (e'r - 1 ) W’（T) 
また，該当するTにおいて CA1）を仮定すれば， W'(T*)= 0 より，
OくT<T＊ において W’（T)> 0, 従って ゆ（r,T)> 0。
T＊くT において W'(T) く0' 従って ゆ（r,T) くO。
故に， 06）より T >T* が得られる。
すなわち，公益効果を社会的割引率で割りヲ｜し、た場合には，利子率で割りヲ｜し、
た場合と比べて，回転期間が長くなる傾向があることを示している。
6.初期条件の影響
これまでは時点Oにおいて樹木がない林地に植林することから始めることを
前提としてきた。ここでは，時点Oにおいてすでに樹齢toの樹木があり，それ
をいつ伐採，植林し，その後はこれまでと同様に，樹齢いくらで伐採，植林を
繰り返すかについて考察する。その時の森林の社会的厚生は，
一’T 「To －~• 
W4 =Pf( to+To )e . ＋αi e .f ( to+t )dt 
げ 0 pf（ルげ一山；；e→1]( t )dt 
十e
1-e T 
である。ここで， T。は樹齢toの樹木を伐採するまでの期間である。社会的厚
生を最大にする T。と Tは
a Hl 1 -rT -rT, rT 一」＝Pf'(to+ To )e ' -rpf( to+ To )e ＋αe 'JC to+ To) a To 
一，T 「T ~· 
_ Pf( T )e ・ -c＋αi e ・1c t )dt 
-re ' :i-o 豆O
1-e 
? ???? 、 、
rT -rT -rT -rT -rT 。W4 -rT, (pf' e -rpje ＋αJe )( 1-e ）一〔Pfe -c 
ar ~ ( 1-e ) 
「T -・ -"' 
十αie "JC t )dt〕re・ 
官。＝O 、 ? ， ，
?
??? ? ??
?
?、．．．?．?．?．?．?．??
を満たす。仰において不等号が使われているのは T。孟 Oとしろ制約があるか
らである。 Q8）から
r〔pferT一c＋αi「e一加
pf，一fρJ＋αf二 M v 
1-e 
、 ? ，
?， ， ，
? ??? ?
が得られる。これは（5）と同じであり，最初の伐採後の最適回転期間は時点Oに
おいて樹木のない場合の最適回転期間 T牢と同じになる。次に， mより
pj'(to+T。） -rpf(to+T。〉十αf(to+T。）豆
「＋ー’r＊ ιT 一， yrl Pf( T' )e ・ -c＋αi e "JC t )dt I 
T。＞ Oの時，この式は等号で成り立ち，（19）より ta+T。＝Tへすなわち to<
T＊の時， T。＝T*-to。また， to孟T＊の時， T。＝ O。
これは次のことを意味する。最初にもし樹齢が？以上ならば，すぐに伐採と植
林をし，もし樹齢がT＊未満ならば， T＊になるのを待って，伐採と植林をし，そ
の後は樹齢？で伐採と植林を繰り返すことが社会的厚生を最大にする。公益効
果のない場合に，同様の結果が， Mitra&Wan〔8〕によって，より一般的な形で
得られている。ここでは，公益効果のある場合にそれを簡単に導いたものであ
る。
7.周期的回転と定常的回転
これまでは 1本の木を育成するのに必要な単位面積の林地を考えてきたが，
これよりN本の木を育成できる森林を考える。一般に， 1つの森林には異なる
年齢の樹木があり，その年齢分布は伐採，植林のしかたにより時間と共に変化
する。この樹木の年齢分布の変化をもたらす森林の回転には， 2つの代表的な
型がある。 lつは周期的回転であり，これは，その森林のすべての樹木を同時
に伐採，植林することを繰り返すもので，ある時点における樹木の年齢はすべ
て同じになる。もう 1つは定常的回転で、あり，これは，毎期，同じ本数の樹木
を伐採，植林することを繰り返すもので，樹木の年齢分布は時間を通じて一定
となる。これら 2つの極端な型の聞に，それ以外の場合，すなわち，部分的に
周期的回転を行っている，いくつかの異なる面積を持つ区画のある場合が存在
する。
ここでは，森林のある区画の樹木の成長や経済的条件が，他の区画の森林管
理の方法とはまったく独立であると仮定する。すると，森林全体の社会的厚生
を最大にするためには，それぞれの単位区画から得られる社会的厚生を最大に
すればよいことになる。その結果，それぞれの樹木において，最初に樹齢がto
逗T＊ならば，すぐに伐採，植林をし， toくT＊ならば， T勺こなるまで待って伐
採，植林をし，その後は期間T＊で伐採，植林を繰り返すことになる。
① 周期的回転
この場合が成り立つためには，初期条件において，すべての樹木の年齢が同
じであるか，あるいはすべての樹木の年齢がT＊以上でなければならない。前者
の場合には，すべての樹木の年齢がT＊になった時，それらの伐採，植林をす
る。後者の場合，すぐにすべての樹木の伐採と植林をするので，すべての樹木
の年齢が同じになる。従って，森林の区画間の独立性が仮定されている場合に
は，周期的回転は，初期条件がそれまで期間T＊の周期的回転をしてきた結果と
して出てきた場合か，あるいは長期にわたって伐採が行われなかった場合にの
み可能となる。すべての樹木の年齢が同じt0 （くT勺の場合には，その森林の
社会的厚生は
「＊ -r(T * -t,) ¥ T* -t, -rt 
Ws=NI pf( T )e ＋αi e f ( to+t )dt 
. － ~T ＊ 「 T* －~• 
-r(T＊一向〕Pf(T' )e ・ -c＋α ¥ ne ’JC t )dt I 
+e 、， －~ri- v I 
l-e - _.; 
となる。
② 定常的回転
この場合が成り立つためには，初期条件において，樹齢がOからT＊までの樹
木が，それぞれN/T＊本づっ存在することが必要である。すると，毎期，樹齢
が？になる樹木N/T＊本を伐採，植林することにより，定常的状態が保持され
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る。従って，森林の区画間の独立性を仮定する場合には，定常的回転は，初期
条件がそれまで期間T＊の定常的回転をしてきた結果として出てきた場合にの
み可能となる。
この場合には，森林の社会的厚生は
l¥T r r＊「 .,. －~（ 中本一向、 「r*-to－~· w6二二云iI pJCT"' )e 八 a 山ノ＋αi eγ（ to+t )dt 
T'JO'- Jo 
＋ー，7'＊ 「 r* -¥• 
pf( r・ )e . -c＋αi e "j( t )dt、
+eーハ a 一向j __ ri-O ldto 
1-e -' 
となる。これより，
w6ニ41pf( r* )-c＋αiげf( t ) dtI • ¥ 00 e -rt dt 
T'l.. JO ,) JO 
が導かれ，各期の社会的厚生も定常的に得られていることが確認される。
注
1) 森林の最適回転期間に関する分析や歴史的経緯などについては，例えば， Goundrey
〔4〕， Samuelson〔9〕を参照。
2) 森林が公益効果をもたらす各種作用の技術面については，例えば，只木，吉良〔10〕
を参照。
3) T＊豆Teを背理法により導く。今， T*>Te C>L ）とする。
rl r「T -rt 1 -rT f T ーヱ－~ ¥ e’b〔J(T)-J(t）〕dt}=e 〔J(T)-f(T)〕＋ ¥ e j'( T)dt 
dT l Jo J 
=f'の；i一r
T>TA Uこおいて j'(T)< 0 より，
t ；：一re 〔J(T)-J(t）〕dtはTの減少関数であるので，
~ :*-r e t〔JCT*)-J(t）〕dtく O となる。そのため，（4）の公益効果の部分が負とな
dW 
る。また， T*>TAより，経済効果の部分も負となる。従って，一一＝ Oが成り立たず，dT 
矛盾が生じる。故に， T＊豆Te。
4) これらは次のようにして導かれる。（8）より
「Tc 「Tc
0 =Tcf(Tc) -¥ J(t) dt= ＼〔J(Tc)-J(t）〕dt。
T<Lにおいてj(T)=J(Tc）となるTをTDとする。
~· :ce・rt〔f(Tc)-f(t）〕dt
「TD 「Tc
= ¥ e-" 〔J(Tc)-f(t)J dt+. ¥ e一月 〔J(Tc)-J(t）〕dt 
J 0 J TD 
「TD 「Tc> ¥ e-rTD〔f(Tc)-f(t）〕dt+¥ e-rTD〔J(Tc)-f(t）〕dt
J 0 J TD 
=e叶；c[J(Tc) -f（日 dt=0 
~ >-rt,CJ(T) -f似 dtはTの減少関数であり，
T=Tcにおいて正， T=TBにおいてゼロであるので， TB>Tc となる。
5) 例えば， Lりfgren& Johansson〔7Jを参照。
6) それは次のようにして得られる。
d命－( pf'e一汗－prfeーげ）( 1-e －汀）一（pfe -rT -c )re -rT 
dT ( 1-e -rT )2 
M ’T _,,,. r- r T -• 、 山中一一 -•. 目 ・ 一一 • 一一αe’・ f( 1-e ，．）一｜ αie’・1c t )dt Ir e’a 
+ ~-J- 0 -
(1-e ’. ) " 
e -rT〔P(f'-rf)(1-e-rT)-r(pfe-rT -c) JC 1-e-rT)2 
( l-e -rT )2c l-e -rT )2 
αe-rTI fr ¥re-r1dt-r ¥re rtf(t)dt IC1-e-rr)2 
＋、－ 0 干~ 0 ・－＂＂内，
( 1-e . n 1-e ’. ) " 
-rT -rT r 2 
e 〔p(j'-rf)(l-e )-r(pfe -c）〕(1-e ’y
( l _ e-rT) 2cl _ e-r T ) 2
’r r T 
＋αy e rT¥ e-rt〔J(T)-J(t）〕dt(1-e -rT )2 。
.. p(f' -rf) ( 1 -e勺 －r(pfe-rr-c) 
Tr.,._ v .，ー.T つ「 T γー，
αT e・ 、，ノ(1-e. )" ¥ e ’－ CJ( T) -J( t) Jdt 
+ -0 _,,. 0 = 0 
( 1-e " )" 
(3）と同様にして〉
7) まず， TE>Lを示す。 0<t<T豆TAにおいて， tert〔f(T) -J(t）〕＞ 0。従っ
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て，任意の 0<T孟TAにおいて，
~： -rt te 〔J(T)-J(t）〕dt>Oとなり，
TE豆TAということはない。次に， T>Lにおいて， f'(T)< 0より
.I r r T M ‘ 1 
二一~ ¥ te ’u〔J(T)-J(t）〕dtf 
dT l Jo J 
=Te げ〔fの－JC町＋~＞パの dt=f'叫；tパt< 0 同
故に， TE>L・
次に， TE<TBを導く。第 l段階として，
~： e ＂〔fの－J(t）〕dt=0 となるT'lj:TFとして
TF<TBとなることを示す。
J(T)の形より， f(TF）孟f(t)' 0 豆t~五 Tc
f(TF）豆J(t), Tc~五 t豆TF
となるTcが存在し， f(Tc)= f(TF）となる。すると，
~ :F-rt 「；F ーe 〔f(TF)-f(t）〕dt=¥ e t・e 〔J(Tc）一J(t）〕dt
「TG -v• ("TF -v• 
= ¥ € (r~~rl I・e’“〔J(Tc)-f(t）〕dt+¥ e (r-r）＇ ・e’u〔f(Tc)-f(t) Jdt 
J 0 J TG 
I TG ー γe 「TF _ v• 
>¥ eCr-rlTG•e ，.〔J(Tc)-f(t）〕dt+¥ ecr川re. e’℃f(Tc) -f(t）〕dt
J 0 J TG 
I TF ー γφ= ¥ e(r F〕re. e’e〔f(Tc) -f (t) Jdt 
=ecγ 刊TG~：Fe -rt〔f(TF)-f(t）〕dt=0 
r T I 一同
注3）より， T>TAにおいて ie 〔f(T)-J(t）〕dtはTの減少関数なので， TF<TBとな
る。
さらに，第2段階として， TEくれを求めるo
~ :F te rt〔間 －J(t）〕dt
r TG r TF
= ¥ te－＂〔J(Tc)-f(t）〕dt+¥ te ＂〔f(Tc)-f(t）〕dt
J 0 J TG 
くじGTce r•〔川一J(t） 〕dt十；：Tee ＂〔仰ー J(t）〕dt
r TF
=Tc¥ e ＇〔f(TF)-f(t）〕dt=0 
r T 
体）より， ¥ te ＂〔J(T)-J(t）〕dtはTの減少関数なので，
??
TE<TF。 故に， TE<TBが得られる。
8) 月Cr.T) >Oは次のように導かれる。
d/3(r,T) 
dr 
{ rT -rT 「；－（αe －αy Te ) ¥ e 〔J(T)-J( t）〕dt
(l-e-rT)4 
ー αre-r T ~ ~ te -rt〔J(T)-J(t）〕dt}Cl-e-rT)2
-vT「T一一αye’r ¥ e rt〔J(T)-f( t）〕dt・ 2 ( 1 -er T ) Te -r T 
f rT -rT f T -
αe iCl-rT-e -rTe )¥ e 〔J(T)-J(t）〕dt
(l-e-rT)3 
、 ，
?、? ??? ??、 ??? ， ?????? ?、 、??????「?
??
???? ?
???? ?
?
?
?
、 、
??
?? ????? ? ??、??
ここでZニ TT, g(x) = 1 -x-e-x-xe-x 
とおくと，
g(O）ニ 0'g' (x) = -1 +e x_e x+xe-x＝そ－ 1<0
e 
従って， x>0において 1-x-e x-xe x< 0。
それ故， T三五TE<TBにおいて，（円及びωより
d/3(r,T) 
d <O r 
故に， /3(r,T) = 0より， r<rにおいて， /3(r,T) >Oが得られる。
9) 非負の変数がある場合の最適化については，例えば， Lancaster〔6〕を参照。
10) これらについては，例えば， Dasgupta〔2〕， Mitra& Wan〔8〕を参照。
1) これは次のように導かれる。ここでは， Tキの＊印を省略する。
N r r T -r(T-to) -r(T-to) pf( T )e rT -c 6 ニコ~~ ＼〔Pf(T )e +e _,r 〕dto
i l J o 1-e . -
I T I T-to -rt αI T -r( T to) I T t l ＋αi ¥ o e f（日 ）d城 o＋王子パ oe 、 '¥ / J(t)dゆ 0J 
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ここで に；10e-rtj( to+t )dtdt。
二；；パアれ＋t)dtodt （積分順序の逆転により）
二；e-rt ~：川 dT dt ( T =to十tとおくと， dT =dtoとなるので）
ニル－rt[F(T) -FCt): dt (F(t) ＝仁川 drとおくことにより）
=F(T) ~ ~ e rtdt-~ > rtF(t) dt 
(3）及び部分積分により
、???? ??
??
? ? ??? 、? ??
?
? ?
?????、 、
?
?
? ? ?? ??? 、?? ?
?
??
? ?
? ? 、
、
??
?
??
?
?
?
?
??
?
?、 、 ?
、 、 ， ，?
?
??、 ?
?
?? ?
ニ＋［FCT)一F(T)e一rT+e一
＝~［ ~ :>(t) dt一；e吋 tfο）dt J 
すると，
一 一W _Nf ¥Te-rCT-tolpf(T)(l-e )+pf(T)e -cJ,_ 
6一子1J o l -e一げ μιo 
＋引にJ(t)dt-~： e -rtf(t) dt ］＋~仁川t日~：e-''f(t) dt} 
N r e -rT〔pf(T)-c J f T α「fT r t I ~ ¥ e付。dto＋一I¥ !Ct) dt-¥ e !Ct) dt I T l 1 _ erT J o r l J o J o J 
ゼL今l~ :e rtf(t) dt} ( ~ ：／トタ｜；二字より）
N re -rT〔ρf( T ) -c J /T -1αrr i －一一一＋－ ¥ f(t) dt T l 1-e rT r J 0
,. r T ー多 ,.., r T , 1 
－~ ¥ 0 e f(t) dt＋~ ¥ 0 e ・f(t) dt j 
Ii r T ＝方〔Pf(T)-c＋α＼／Ct) dtJ 
二与 ［pf(T) －け α~ >(t) dtJ v、
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